Well-posedness and ill-posedness of the stationary Navier-Stokes equations in scaling invariant Besov spaces (The generalization of function spaces and its enviroment) by 鶴見, 裕之
Title
Well-posedness and ill-posedness of the stationary Navier-
Stokes equations in scaling invariant Besov spaces (The
generalization of function spaces and its enviroment)
Author(s)鶴見, 裕之








Well-posedness and ill-posedness of the stationary 
Navier-Stokes equations in scaling invariant Besov spaces 
早稲田大学・基幹理工学研究科鶴見裕之
Faculty of Fundamental Science and Engineering, Waseda University 
1 序
以下の非圧縮流体の運動を記述するNavier-Stokes方程式の定常問題を全空間町 (n2: 3) 
において考える．
{―△ u +". ▽ u+▽ ~~f inxE町， (SNS)
▽ •u=O inxE町，
ここで， u= u(x) = (u1(x), 匹 (x),.. , un(x))および 7f= 1r(x)はそれぞれ各点XE罠nに
おける未知の流速場および未知の圧力を表し， f= f(x) = (f1(x), f2(x), .. , fn(x))は与








定義 1.1. (D, I・ID), (S, I・1s)を2つのBanach空間とする（ここでDは与えられた外
カ (data)の属する空間およびSは解 (solution)の属する空間を表す）．方程式(SNS)
が外力空間Dと解空間Sに関して適切 (well-posed)であるとは，ある定数 E> 0およ
びeにのみ依存する定数6=6(c)>Oが存在して次の (i),(i)がみたされることをいう：
(i) Dの開球B瓜c)に属する任意の外力fに対して， Sの開球Bs(6)に属する (SNS)の解
uが存在するこのいまBs(6)に属する解としては一意である （解の一意存在性）
(i) (i)により定義できる解写像fE (B瓜c),I・ID)→ u E (Bs(6), I・1s)は連続である．
（外力に対する解の連続依存性）
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I! 入lv= lf lv, lu入1s= luls, v入>0. 
が従うしかるに他のp,qの場合すなわち
(I) p = nかつ2< q'.S oo, 
(I) n < p'.S ooかつ lさq'.S00 
の場合において， (SNS)がD= tJ;,!+悶と S=PB凸1十芦に関して適切であるか否かは未解
決であった
本研究では，上記の (I),(I)のいずれの場合においても， (SNS)はD= tJ;,! 十りと S=
-1十互
PBp,q p に関して適切でない (ill-posed) ことを示したより詳しくは， (I),(I)の場合，
解写像fED→ uESが（存在し得るが）不連続となる場合があることを証明した．す
なわち，ある外力の列 {f吋NENであって， Dにおいて fNは0に収束するが，各fNに対し
て存在する解UNE PLnの列がSの位相で（さらにはより弱いB;;,にの位相であっても）
0に収束し得ないようなものが存在する．本結果は，スケール不変な斉次Besov空間にお

















〇 ~cp~l, supp(の） = {~E 町； 2~ にI~2}, 苔¢(2―梵） = 1 (~=J 0). (1) 
なる関数とし，関数族｛も}jEZCSを次で定める．
切(~) =¢(2—i~), j E Z, 
ここでf=FfはfのFourier変換を表す．ここで次が成り立つことに注意しておく．
supp(切） = {~E 町；2j-l :; に1さ2Hl}_ 
この関数族｛も}jEZ'およびSE恥 1:; p, q :;oに対し，斉次Besov空間均，qを次のよう
に定義する
均，q三{f ES'/P; IIJIIB~,e < o} 
llflls芦， q 三｛（い(2''11 も•fll,l')', "< 00, 
supjEz(2叫尼*f lp), q = 00-
斉次Besov空間はS'/Pの部分空間として Banach空間となることが知られており，この
定義は (1)をみたす¢の選択には依存しない．端的に言えば， sは微分階数， pはび可積分
性，およびqは補間指数を表す．さらに次の包含関係が成立する．
的，q1y 閃，q2, s E IB., 1 :;p::; oo, 1 :;q1 :; q2さoo,
耽，q"---+位，q, 1 :;qさ00, -OO < S2::; 釘く oo,1 :;Pl :; P2 :; oo, (2) 
with s1 -n/p1 =的ー n/p2.
加えて， Riesz ポテンシャル(—△)~f 三 F-1(1(1ヅ(()) (a E罠）は，任意の sE IB., 1 :;
p,q:::; 00に対して，か+ap,q からがへの位相同型を与える．すなわちp,q 
I (―△)~JIIB$,q 竺 IIJIIH;炉・
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つぎに，解析を容易に行うために， (SNS)を抽象的な積分方程式に書き換える.p: IJ'→ 
l・ILP L~ 三{fE C0; ▽ ・f = O} (P = (P1砂ピj,k<:::n,pjk三伽 +R虞砂を Helmholtzの射
影とするここで各凡=£;(-△)士 j= 1, 2, .. ,n, はRiesz変換である.P(▽ 1r) = 0, 
および任意の▽ ・U = 0なる uに対して Pu=uであるから，射影Pを(SNS)に作用させ
ることによって次を得る．
―△ u+ P(u• ▽ u) = Pf, 
よって (SNS)の解uは抽象的に次のように表される
u=Lf+B(u,u). (rSNS) 




命題 2.1.(Cunanan-Okabe-Tsutsui[3], Kaneko-Kozono-Shimizu[5]) 
3+n 
n 2:3, 1 s;p < n,l s;q s;ooとするこのとき方程式(rSNS)は外力空間B凸；と解空
間PB;,□ に関し適切である．
. -3十竺 -1十"
ここで， (SNS)において空間Bp,q p (1 s; p, q s;oo)は外力 fに対して，また空間氏，qp 
は解uに対してそれぞれスケール不変であり，埋め込みの性質(2)により， Pls; P2ならば
3+ n , 3+ n 1十 n 1+ n 
厖，q百 YB戸，q石，および尻，q百→ 厖，q石となることに注意しておく．
p=n かつ 1 さ q さ 2 の場合 (rSNS) が外力空間 13;;,~ と解空間PB贔に関し適切である
か否かはいまだ未解決である．しかし解の空間を PL門こまで拡げれば，次の適切性の結果
を同様に得られることが知られている：




定義 2.3. (D, II・ID), (S, II・Is)を2つのBanach空間とする方程式(rSNS)が外力空間
Dと解空間Sに関して量的に適切 (quantitativelywell-posed)であるとは，ある定数
C1, 凸 >0が存在して次の (i),(i)の評価が成り立つことをいう：
(i) IILflls s; C1IIJIID, VJ ED, 
(i) IIB(u, v)lls s; C2llullsllvlls, Vu, v ES. 
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3 主結果
定理 3.1.(主定理， [9]) n 2'.3とする.Banach空間DおよびDをD→Dかつ次の (I)
または(I)をみたすものとする
(I) D = iJ;,j, iJ = iJ;;,~, 2 < qさ00.
(I) D =叩，D=厖戸， n< p :; oo, 1 :;q :; oo. 
（このとき命題2.2により方程式(rSNS)は外力空間Dと解空間Pびに関して適切となる．）
いま， r=;,c5> 0を定義 1.1に現れる， (rSNS)のDとPびに関する適切性を保証する 2定数
とし，さらに O<'T)<Eを任意にとるこのとき解写像
f E (Bv(rJ), I・11ぅ）→ U E (BPLn(b), I・IB;;, ぶJ
lょ不連続となるここで， (Bv(rJ),1・ltJ)と(BPい (J),II• IB;,;0)はそれぞれDの位相を伴
う開球加(7)) と， iJ~にの位相を伴う開球BP£n(8)を表す．すなわち， (rSNS)は外力空間
Dと解空間PB悶00に関し非適切である．
注意 3.2. DとDを上記の仮定の通りとするさらに， 8tiPNENllgN肋<Eなる外力の列
｛邸}NENを任意にとる．このとき命閣2.2により，各9Nに対し (rSNS)の一意解VNE PLn 
が存在するさらに， Dの位相で列 gNが0に収束するならば，適切性（定義 1.1の(i) に
より解の列 VNもPかの位相で必ず0に収束する．ところが定理3.1は， Dの位相で外力
の列 gN が 0 に収束したとしても，解の列 VN は iJ~にの位相でさえ，必ずしも 0に収束す
るとは限らないことを意味する







切であるとするいま，各非線形写像An:D→S, n = l,2, 3, .. を次のように定める．
{Ad~LJ, 








lf ln :; Cllf ln, luls :; Cllulls-










(i) l!NlfJ→ 0 as N→ oo, 






N→00 IIA』 lls~;oo = 0, ¥In E N¥{2} 
などを示さなければならないが，これを示すのは一般には容易ではない．
注意 4.4 量的適切性の概念，および命題4.1の主張は，一般の積分方程式（すなわち，








sup(7/J) = {~E 囮：n; l~I さ： 1}, 7/J(~) > 0 in{~E !Rn; l~I < 1}, 
なるものをとり，三角関数を用いた次の関数を用意する
咋）三(―△)｛麗cos(mx1)}, j = 2,3, m EN, 
ここで髭三号• これらを用いて，補題 4.2をみたす外力の列{f吋NENを構成する．まず
仮定(I)'仮定(I)の場合に分けて，次のようなパラメーター付きの外力を定める．
g入，M三｛二)-, 心｝．入 江り~10 い {e連塁ー e泣塁}, (I) (I) 
ここで入>0, M 2'. 100はパラメーター， e2三 (0,1, 0, .. 0), e3三 (0,0, 1, .. , 0)はそれ
ぞれ X2軸， X3軸方向の単位ベクトルであり， r(r)三こしけ―1とする．これらの外力は
Bourgain-Pavlovic[2], およびYoneda[lO]により提示された初期値列を参考にしたもので
ある．明らかに▽・g入，M=Oであるので， Pg入，M=g入，Mをみたす．したがって，
Lg入，M~(—△)―1ぬ，M~{占L~rnk-l coo(2い｛叫(x)-c叫（叫}, (I) 
入cos(M叫{e叫 (x)-e叫 (x)}. (I) 
ここに現れる関数のFourier変換
叫cos(ax1)](~) =ー：tも｛炒(~- a叫＋炒(~+ae1)}, j = 2,3, a> 0, 
また十分大なる a>Oに対して
{~E 股_n; 2j-1~ にI~2j+1}n {~E 股.n;a -l~l~I~a+ 1}ヂ〇
となるjEZは高々3つしか存在し得ないこと，さらに(I)の場合に関しては任意のk1,k2ミ
10, k1 -/-朽に対して














+2心(,剌十,,的） { L k―訂一½oos((2" + 2旱） + cos((2''-2旱）
10<:'.k,l<:'.M 
k'l ｝ 
= I1+ I2 + Jふ
(I)の場合，
1 1 




<I>1 =心出3心X匹 3 ルー叱]九哨' <I>2 =―心幻3心x弓＋心X2かX匹 3
である（心 三的＋叫）ゅ） • 12, Is, およびhはパラメーター M に依存する一方， IiはM手~ax戸
に依存しないよって前頁と同様の注意に従って計算すると， 1以外の残りの項が減衰す
るため， M~100 に対して
IIB(Lh入，M,Lh入，M)IIB;;;,;00~II(―△)-lPilB;;, に=~C炉> 0. (5) 
を得る．
(3), (4), および(5)から，与えられた T/> 0に対して入＝入。 >0を十分小さく固定する
ことにより，
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